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hidrostaticˇna obremenitev
V zakljucˇni nalogi je obravnavan problem dimenzioniranja nosilnih konstrukcij (s po-
udarkom na geodetskih kupolah), prekritih z membransko kritino, ki je obremenjena
s hidrostaticˇnim tlakom. Motivacija za preucˇevanje konstrukcij pod tako obremeni-
tvijo so podvodni habitati ali habitati v breztezˇnostnem prostoru. Za preracˇun de-
formacije in napetosti razlicˇnih konstrukcij, je izdelan numericˇni model po metodi
koncˇnih elementov, v katerem zamenjamo membrano in tlacˇno obremenitev z aproksi-
mirano porazdelitvijo reakcijskih sil po obodu membrane. Opisan je sistem generiranja
mrezˇe koncˇnih elementov skeletne strukture in funkcijsko porazdeljene obremenitve na
ustrezna vozliˇscˇa koncˇnih elementov. S tem je postopek modeliranja take konstrukcije
poenostavljen. Za dolocˇitev aproksimacijske funkcije sil je bil prav tako uporabljen
numericˇni pristop po metodi koncˇnih elementov. Pri numericˇnih izracˇunih precˇno
obremenjenih, zacˇetno ravnih membran pride do tezˇav zaradi nicˇne zacˇetne togosti
membran v precˇni smeri, ki so bile v nasˇi obravnavi resˇene s prednapetjem membrane
preko temperaturne obremenitve.
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The theme of the final thesis deals with the problem of the design of load-bearing
structures (with an emphasis on geodetic domes), covered with a membrane roof cove-
ring, and subjected to the hydrostatic pressure. Motivation for studying constructions
under such a load is underwater habitats or habitats in an outer space. To calculate
the deformation and stress of different constructions, a numerical model is constructed
according to the finite element method in which the membrane and the pressure load
are replaced by the approximate distribution of the reaction forces along the edge of
the membrane. A system for generating a network of finite elements of the skeletal
structure and a system for modelling distributed load in the corresponding nodes of
the finite elements is described. Thus, the process of modeling such a construction is
simplified. A numerical approach using the finite element method was also used to
determine the approximation function of force distribution. In numerical calculations
of transversely loaded, initial flat membranes, problems arise due to the low initial
stiffness of the membranes in the transverse direction. We have resolved this with the
membrane preload through the temperature load.
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1. Uvod
1.1. Ozadje problema
Nosilne konstrukcije dimenzioniramo z namenom dosecˇi potrebno nosilnost, pri tem
pa porabimo cˇim manj materiala. Le tako je lahko konstrukcija lazˇja in cenejˇsa. V
naravi pogosto najdemo strukture, ki so zaradi osnovnih fizikalnih zakonov zelo trdne,
obenem pa imajo optimirano nosilnost. Z namenom, da bi izdelal strukturo kot bi
jo izdelala narava sama, je Buckminster Fuller zacˇel eksperimentirati z geometrijskimi
strukturami in leta 1951 patentiral geodetsko kupolo, ki je znana kot najbolj ucˇinkovita
gradbena struktura.
Geodetske kupole so bile v preteklosti uporabljene v razlicˇne namene - kot konstrukcije
za telovadnice, kongresne centre, razstavne paviljone, gledaliˇscˇa, zacˇasna bivaliˇscˇa, itn.
V te namene so jih dimenzionirali glede na razlicˇne obremenitve, kot so lastna tezˇa,
tocˇkovne obremenitve, tezˇa snega, veter, potresni sunki. Niso pa jih sˇe uporabljali v
okoljih, kjer bi morale zdrzˇati hidrostaticˇni tlak. Tako dimenzionirane konstrukcije
bi bile uporabne za podvodne habitate, uporabne za razlicˇne namene, za potapljacˇe,
akvarije, preucˇevanje zˇivali, ali pa kot habitati v vesolju, npr. kot habitati na Luni in
Marsu.
Slika 1.1: Podvodno mesto Phil-a Pauley-a [1].
Dobre trdnostne lastnosti pa izkazujejo tudi nekatere druge skeletne strukture, na pri-
mer v obliki torusa. V nalogi so obravnavane konstrukcije, sestavljene iz nosilnega
skeletnega ogrodja, na katerega so vpete membrane obremenjene s hidrostaticˇnim tla-
kom. Take konstrukcije bi bile trdne in zelo lahke, kar je pomemben faktor, ki bi vplival
tudi na ekonomicˇnost in izvedljivost prevoza take konstrukcije v vesolje.
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(a) Stanford torus, Nasin predlog (l. 1975) za
vesoljski habitat [2].
(b) Nacˇrt (l. 1929) Hermana Potocˇnika za
geostacionarno vesoljsko postajo [3].
Slika 1.2: Toroidni habitati, ki bi z vrtenjem okoli svoje osi ustvarjali umetno
gravitacijo.
Obravnavali smo problem, kako ucˇinkovito preracˇunati odziv nosilne konstrukcije, kar
je podlaga za dimenzioniranje konstrukcij razlicˇnih oblik. Obravnavane so strukture
v obliki poliedrov, sestavljenih iz pravilnih vecˇkotnikov. Vsi preracˇuni so izvedeni
numericˇno z metodo koncˇnih elementov v programskem okolju ANSYS. Na koncu so
izvedeni izracˇuni nekaterih poliederskih konstrukcij: vseh platonskih teles, prisekanega
ikozaedra in torusa.
1.2. Cilji naloge
Cilji naloge so:
- Ugotoviti, ali se z vecˇanjem sˇtevila podpor po stranicah membrane aproksimirana
porazdeljena obremenitev priblizˇuje kaksˇni limitni vrednosti.
- Cˇe se, pri katerem sˇtevilu podpor in kaksˇna je funkcija porazdelitve reakcijskih sil.
- Znano porazdelitev reakcijskih sil uporabiti na numericˇnem modelu za preracˇun de-
formacije skeletne poliederske konstrukcije.
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2. Teoreticˇne osnove in pregled li-
terature
2.1. Geodetske strukture
Geodetska kupola je del geodetskega poliedra. Vsak tak polieder je definiran z mrezˇo
geodetskih cˇrt (na sferi so to deli glavnih krogov), ki s presecˇiˇscˇi definirajo ogljiˇscˇa,
medtem ko so robovi poliedra definirani s tetivami med temi presecˇiˇscˇi [4].
Najbolj enostaven in ucˇinkovit nacˇin za strukturiranje geodetskih poliedrov je, da iz-
hajamo iz enostavnejˇsega osnovnega poliedra, obicˇajno Platonskega telesa. To so vsa
telesa, ki imajo za stranice enake pravilne mnogokotnike.
Slika 2.1: Platonska telesa [5].
Od teh so sami po sebi stabilni le tisti, ki imajo za ploskve trikotnike. V primeru teles
s ploskvami, ki niso trikotniki, te najprej trianguliramo. Nato vse stranice trikotnikov
razdelimo na v delov in vse cˇrte projiciramo na sfero in ponovno med presecˇiˇscˇi nastalih
geodetskih cˇrt povezˇemo robove novonastalega geodetskega poliedra.
Slika 2.2: Geodetske cˇrte in projeciranje trikotnikov na sfero.
S tem sicer dobimo razlicˇno dolge robove, zato je ikozaeder kot osnovni polieder od
platonskih teles najprimernejˇsi, saj je v zacˇetnem stanju (v = 1) najboljˇsi priblizˇek
3
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krogli in je zato za konstrukcijo kupole z enakim sˇtevilom ploskev potrebno nizˇje sˇtevilo
razdelitev, s tem pa manjˇse sˇtevilo razlicˇnih stranic.
Kupola je struktura, ki zavzame najvecˇ prostora, glede na njeno povrsˇino, hkrati pa
lahko zavzame ogromne povrsˇine brez potrebe po notranjih podporah. Izmed vseh
kupol razlicˇnih oblik (rebrasta, Schwedlerjeva, lamelna) pa naj bi bila geodetska naj-
boljˇsa. Geodetske cˇrte so namrecˇ najbolj direktne povezave med dvema tocˇkama na
sferi. Zato je Fuller menil, da te cˇrte ”predstavljajo najmanjˇso porabo cˇasa in ener-
gije” in zagovarjal, da mrezˇa prepletenih geodetskih cˇrt lahko zagotovi geometrijo za
materialno zelo ucˇinkovite konstrukcije [6].
Za razumevanje delovanja kupole je pomembno tudi razumevanje sestave struktur ime-
novanih tensegritete. Tensegriteta je sistem v samostojnem ravnovesnem stanju, sesta-
vljen iz mnozˇice locˇenih, tlacˇno obremenjenih komponent znotraj mnozˇice povezanih
napetih komponent [7].
Slika 2.3: Najenostavnejˇsa tensegriteta.
Maxwell je pokazal, da je ogrodje z j vozliˇscˇi trdno, cˇe ima m opornikov:
m ≥ 3j − 6. (2.1)
To pomeni, da ne moremo spreminjati razdalje med nobenima vozliˇscˇema, ne da bi
s tem spremenili dolzˇino vsaj enega opornika. To razmerje med sˇtevilom vozliˇscˇ in
opornikov pa ni potreben pogoj za trdnost, ker obstajajo ogrodja z manjˇsim sˇtevilom
opornikov, ki so vseeno trdna. Maxwell je za te izjemne primere dejal, da morajo dolzˇine
njihovih elementov dosegati ekstremne vrednosti. To pomeni, da ima nekaj opornikov
v ogrodju najvecˇjo mozˇno dolzˇino za dano razporeditev elementov in vozliˇscˇ (analogno
imajo ostali elementi najmanjˇso dolzˇino). Primer tega so tensegritete, ogrodja iz kablov
in opornikov, kjer kabli dosegajo minimalno, oporniki pa maksimalno dolzˇino [7].
V tem primeru bi bila tensegriteta popolnoma toga, ker pa so materiali elasticˇni, se
pod obremenitvijo oporniki skrcˇijo (tlacˇna napetost), kabli pa podaljˇsajo (natezna
napetost).
Namesto da razmiˇsljamo o sestavljanju konstrukcije iz obtezˇbe in podpor, si lahko
tensegriteto in tudi kupolo zamislimo kot sistem uravnovesˇenih vsesmernih napetosti.
Taka struktura ne bo podprta, ampak bo tezˇila k sfericˇni obliki zaradi stalnih nateznih
napetosti [8].
Ker za poliedricˇne strukture enacˇba 2.1 drzˇi, skelet kocke (3 · 8 − 6 = 18 > 12) ali
dodekaedra (3 · 20− 6 = 54 > 30), s cˇlenkastimi spoji na ogljiˇscˇih ni staticˇno dolocˇen.
Pogosta primerjava pa je tudi med tensegriteto in balonom. Fuller [6] je trdil, da so
napihljive konstrukcije tensegritete, ker same sebe drzˇijo v ravnovesju, sestavljene pa
4
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so iz natezno obremenjene lupine, ki obdaja atome plina, ki pa se obnasˇajo kot tlacˇno
obremenjeni oporniki (slika 2.4). Tako tensegritete, balonom podobne strukture, so
gibke, same po sebi v ravnotezˇju, lahke in dobro razporedijo lokalne obremenitve na
celotno konstrukcijo.
Slika 2.4: Analogija tensegritete z balonom [9].
V primeru hidrostaticˇnega tlaka, ki bi sumarno deloval iz notranjosti konstrukcije, bi
bile stabilne in trdne tudi konstrukcije v obliki poliedrov sestavljenih iz ploskev, ki niso
trikotniki.
Kljub vsem dobrim lastnostim geodetskih kupol pa sˇe vedno ne dosegajo mnozˇicˇne
uporabe. Pretezˇno zaradi nekaterih slabosti (niso primerne za dograjevanje, tezˇko
izkoristimo notranji prostor, pohiˇstvo mora biti kompleksnejˇse, zaradi dobrega krozˇenja
zraka, se hitro razsˇirijo tudi neprijetni vonji, itn.), deloma pa zaradi sˇe vedno slabsˇega
poznavanja, redkih proizvajalcev in premalo inzˇenirskih analiz. Zato mnogi vlagajo
velike napore, da bi optimirali konstrukcije kupol [10] [11] in jih bolje opisali.
Poznamo razlicˇne nacˇine optimizacije skeletne strukture [11]:
- Dimenzijska, pri kateri oblika in topologija elementov ostaneta nespemenjeni, opti-
mirane so lastnosti preseka skeletnih elementov.
- Oblikovna, ki dolocˇa optimalno pozicijo spojev v konstrukciji in dolzˇino elementov.
- Topolosˇka, ki zajema iskanje optimalnega sˇtevila elementov in nacˇina, kako so ele-
menti med sabo povezani.
Dimenzioniranje spada pod prvi zgoraj nasˇteti nacˇin.
Optimizacija strukture je odvisna od nacˇina obremenitve. Geodetske kupole so opti-
mimirali na gravitacijske (lastna tezˇa, sneg) in bocˇne (veter, potres) obremenitve [11].
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2.2. Membrane
Konstrukcijski elementi, ki jih lahko s staliˇscˇa mehanike obravnavamo kot membrane,
nastopajo v sˇtevilnih aplikacijah, kot so jadra, kritine, itn. Precˇna togost taksˇnih ele-
mentov je obicˇajno mnogo manjˇsa od togosti nosilnih konstrukcij, na katere so mem-
brane pritrjene.
Zaradi geometrijske nelinearnosti problema deformacije membrane pri racˇunanju de-
formacijskih stanj staticˇnih konstrukcij po metodi koncˇnih elementov program resˇuje
sistem enacˇb oblike:
Kijuj = Fi,
kjer je Kij togostna matrika elementa oz. konstrukcije, uj vektor vozliˇscˇnih pomikov,
Fi pa vektor vozliˇscˇnih sil. Pri obravnavi nelinearnih problemov se zgornji sistem
enacˇb resˇuje inkrementalno (po korakih, Newton-Raphsonova metoda), pri cˇemer se v
vsakem koraku izracˇuna prirastek vektorja pomikov ∆uj, ki ustreza prirastku vektorja
vozliˇscˇnih sil ∆Fi:
KTij(uj)∆uj = ∆Fi.
Pri tem se t.i. tangentna togostna matrika KTij spreminja v vsakem inkrementalnem
koraku in lahko tudi v vsakem iteracijskem koraku znotraj inkrementalnega koraka.
Program tako v vsakem iteracijskem koraku izracˇuna togost sistema skladno s trenu-
tnim deformacijskim stanjem konstrukcije.
Tezˇava pri preracˇunu ravnih membran, na katere delujejo precˇne obremenitve, na-
stopi pri izracˇunu prvega iteracijskega koraka v prvem inkrementu, ko dobimo zaradi
izracˇunane togostne matrike nedeformirane membrane prevelike pomike. Podobno kot
membrana tudi palica lahko prenasˇa samo sile v smeri osi, medtem ko je njena upogibna
togost enaka nicˇ. S tega staliˇscˇa nam lahko palica predstavlja primerljiv element mem-
brani, s pomocˇjo katerega lahko pojasnimo tezˇave pri izracˇunu precˇno obremenjenih
membran.
Slika 2.5: Nepomicˇno cˇlenkasto podprti palici, obremenjeni s precˇno silo.
Obravnavamo sistem dveh nepomicˇno cˇlenkasto podprtih palic dolzˇine L0, obremenje-
nih s silo F , ki deluje precˇno na zacˇetno smer osi palic (Slika 2.5). Plosˇcˇina prereza
A obeh palic je enaka, palici sta izdelani iz enakega linearno elasticˇnega materiala z
modulom elasticˇnosti E.
Ker je sistem simetricˇen, se lahko vozliˇscˇe, v katerem se palici 1 in 2 stikata, pomika
le v vertikalni smeri, vertikalni pomik srednjega vozliˇscˇa yv pa tako predstavlja edino
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prostostno stopnjo sistema (Slika 2.7). Zˇelimo ugotoviti, kaksˇna je togost sistema v
odvisnosti od vertikalnega pomika yv. Trenutno togost sistema K lahko definiramo kot
odvod sile F po vertikalnem pomiku srednjega vozliˇscˇa yv : K(yv) =
dF
dyv
.
Za izracˇun zgornjega izraza potrebujemo odvisnost sile F od vertikalnega pomika yv.
Na deformiranem sistemu zapiˇsemo ravnovesni enacˇbi za sile v smeri koordinatnih osi
(Slika 2.6):
x : −N1 cosα +N2 cosα = 0, (2.2)
y : −N1 sinα−N2 sinα + F = 0. (2.3)
Iz zgornjih enacˇb sledi:
N1 = N2 = N, ⇒ F = N1 sinα +N2 sinα = N sinα +N sinα = 2N sinα.
(2.4)
Osna sila N v palici povzrocˇa normalne napetosti σ, za katere privzamemo, da so
enakomerno porazdeljene po prerezu povrsˇine A: σ = N
A
.
Slika 2.6: Sile v palicah v deformiranem sistemu brez (a) in s silo prednapetja (b).
Cˇe uporabimo zgornjo enacˇbo in Hooke-ov zakon, lahko izpeljemo zvezo med spre-
membo dolzˇine palice ∆L in osno silo v palici N :
σ = Eϵ = E
∆L
L0
=
N
A
, ⇒ ∆L = NL0
EA
. (2.5)
Z uporabo Pitagor-ovega izreka lahko izrazimo spremembo dolzˇine palice v odvisnosti
od vertikalnega pomika srednjega vozliˇscˇa yv (Slika 2.7):
∆L = L− L0 =
√
L0
2 + yv2 − L0. (2.6)
Za zapis zveze med precˇno silo F in vertikalnim pomikom srednjega vozliˇscˇa yv v enacˇbo
(2.5) vstavimo zvezo (2.6) in sˇe ravnovesno enacˇbo (2.4) od koder sledi:√
L0
2 + yv2 − L0 = NL0
EA
=
F
2 sinα
L0
EA
. (2.7)
Sinus kota α znasˇa (Slika 2.7):
sinα =
yv
L
=
yv√
L0
2 + yv2
.
7
Teoreticˇne osnove in pregled literature
Zadnji izraz vstavimo v enacˇbo (2.7), od koder sledi:√
L0
2 + yv2−L0 = F
2 yv√
L0
2+yv2
L0
EA
, ⇒ F = 2EA
L0
yv√
L0
2 + yv2
(√
L0
2 + yv2−L0
)
.
(2.8)
Po uporabljeni definiciji togosti je torej:
K =
dF
dyv
=
2EA
L0
d
(
yv − yvL0√
L0
2+yv2
)
dyv
=
2EA
L0
−2EA
√
L0
2 + yv2 − yv 12(L02 + yv2)−
1
22yv
L0
2 + yv2
.
(2.9)
Slika 2.7: Konstrukcija v nedeformiranem in deformiranem stanju.
V zacˇetnem stanju (yv = 0) dobimo za togost K rezultat:
K(0) =
2EA
L0
− 2EA
√
L0
2
L0
2 =
2EA
L0
− 2EA
L0
= 0
Cˇe sedaj izracˇunamo zvezo med prirastki vertikalne sile ∆F in vertikalnega pomika
∆yv, dobimo:
K(0) =
∆F
∆yv
= 0,
kar pomeni, da pri vsakem sˇe tako majhnem prirastku sile ∆F dobimo neskoncˇno
vrednost prirastka pomika ∆yv. Oglejmo si sˇe primer, ko sta palici sˇe pred obremenje-
vanjem s silo F nekoliko prednapeti. Silo prednapetja oznacˇimo z FP , njena velikost
pa naj bo konstantna oziroma neodvisna od deformacije sistema. Z N sedaj oznacˇimo
osno silo v palici, ki je posledica delovanja sile F in povzrocˇa deformiranje palice po
prednapetju. Celotna osna sila v palici je tako enaka sesˇtevku osne sile N zaradi delo-
vanja zunanje sile F in sile prednapetja palic FP . Iz ravnovesnih enacˇb dobimo v tem
primeru (Slika 2.6):
N1 = N2 = N, ⇒ F = N1 sinα+N2 sinα+2FP sinα = 2 sinα(FP +N). (2.10)
Uporabimo enacˇbo (2.10) ter zvezi (2.5) in (2.6):
F = 2 sinα
(
FP +
EA∆L
L0
)
= 2
yv√
L0
2 + yv2
(
FP +
EA
(√
L0
2 + yv2 − L0
)
L0
)
. (2.11)
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Togost K(yv) je v tem primeru:
K(yv) =
dF
dyv
= 2FP
√
L0
2 + yv2 − yv 12(L02 + yv2)
− 1
22yv
L0
2 + yv2
+
2EA
L0
−
−2EA
√
L0
2 + yv2 − yv 12(L02 + yv2)
− 1
22yv
L0
2 + yv2
.
(2.12)
V zacˇetnem stanju (yv = 0) sedaj dobimo:
K(0) =
2FP
L0
+
2EA
L0
− 2EA
L0
=
2FP
L0
.
Zgoraj izracˇunana togost ni odvisna od materiala palic, ampak le od sil oz. napetosti,
ki nastopajo v palici. Taksˇno togost imenujemo tudi geometrijska togost [12]. Pred-
napetje lahko v konstrukcijo vnesemo na vecˇ nacˇinov. V nasˇi simulaciji smo uporabili
temperaturno obremenitev; membrano smo nekoliko ohladili, tako da se je v njej po-
javila natezna napetost, ki je imela zanemarljiv vpliv na izracˇunane koncˇne rezultate,
programu pa je omogocˇala izracˇun prvega iteracijskega koraka v prvi inkrementalni
stopnji obremenitve.
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3. Metodologija raziskave
3.1. Porazdelitev sil
V prvem delu je bilo potrebno poiskati porazdelitev reakcijskih sil, ki se pojavijo v
cˇlenkih vpete, s tlakom precˇno obremenjene membrane.
Za dolocˇitev reakcijskih sil smo uporabili numericˇni pristop, za izvajanje izracˇunov po
metodi koncˇnih elementov pa smo uporabili program ANSYS Student 16.2. Membrana
je bila pomrezˇena s koncˇnimi elementi vrste Shell 181 (podroben opis elementa je
podan v [13]). Membrane so oblike pravilnih vecˇkotnikov z razlicˇnim sˇtevilom stranic
n, debeline d = 1 mm in plosˇcˇine osnovne ploskve v nedeformiranem stanju A = 1 m2.
Materialne lastnosti membran so sledecˇe: modul elasticˇnosti E = 2×105 MPa, Poisson-
ov kolicˇnik ν = 0, 3 in linearni koeficient temperaturnega raztezanja α = 1, 2 × 10−5
◦C−1.
Slika 3.1: obremenjena membrana 7-kotne oblike z delitvijo stranice s = 4.
Obremenitev predstavlja enakomerno porazdeljen tlak velikosti p = 1000 Pa, ki de-
luje v normalni smeri na osnovno ploskev membrane. Membrane so bile podprte z
idealnimi cˇlenkastimi podporami, postavljenimi med razdelke robov, razdeljenih na s
enakih delov (Slika 3.2 in Slika 3.1). V nadaljevanju smo preverili sˇe vpliv velikosti
obremenitve, debeline membrane ter elasticˇnega modula pri enakem sˇtevilu podpor in
stranic. Vsako simulacijo smo izvedli v dveh korakih. V prvem koraku smo membrano
ohladili za 0, 03 ◦C in s tem dosegli prednapetje ter majhno precˇno togost membrane.
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V drugem koraku pa smo membrano obremenili s tlakom. Opisan postopek smo izvedli
za membrane v obliki pravilnih vecˇkotnikov z od 4 do 10 stranicami, razdeljenimi na
od 1 do 20 delov.
Slika 3.2: membrana s 4 stranicami (n=4) in 5 delitvami stranice (s=5), obremenjena
s tlakom p.
Reakcijske sile, ki delujejo na membrane, lahko zaradi tega najvecˇkrat dovolj natancˇno
izracˇunamo brez uposˇtevanja deformacij nosilne konstrukcije. Podobno lahko tudi
nosilne konstrukcije membran obravnavamo brez uposˇtevanja (zanemarljive) togosti
membrane, pri cˇemer pa moramo poznati sile, ki se z membrane prek podpor prenasˇajo
na konstrukcije. Locˇena obravnava membran in nosilnih konstrukcij je zazˇelena, ker
omogocˇa hitrejˇsi in lazˇji preracˇun nosilnih konstrukcij.
V tem prispevku obravnavamo le obremenitev s tlakom, enakomerno porazdeljenim
po povrsˇini ene strani membrane ter reakcijske sile v smeri, pravokotni na ravnino, v
kateri lezˇi neobremenjena membrana (izbrana z-smer v nadaljnji obravnavi, Slika 3.2).
3.2. Uporaba aproksimacijske funkcije
V drugem delu smo problem razsˇirili na celotno konstrukcijo, ki je sestavljena iz nosilne
skeletne konstrukcije v obliki poliedrov, na katero so vpete membrane iz prvega dela.
Ponovno smo uporabili numericˇni pristop s pomocˇjo programa ANSYS Student 16.2.
Membrana je bila pomrezˇena s koncˇnimi elementi vrste Shell 181, nosilci pa s koncˇnimi
elementi vrste Beam 188 [13]. Uporabljen je bil enak material (strukturno jeklo) kot v
prvem delu, tako za membrane, kot za nosilno konstrukcijo.
Cilj je bil v numericˇnem modelu nadomestiti membrane z njihovim vplivom na nosilno
konstrukcijo, t.j. s porazdelitvijo sil, ki jih tlacˇno obremenjena membrana povzrocˇa
na konstrukcijo. Ker funkcijske porazdelitve ni mozˇno definirati v Ansys Workbenchu,
smo zato morali uporabiti APDL [14], ki je parametricˇni jezik programa Ansys. Za
definiranje mrezˇe koncˇnih elementov in obremenitve pa je bilo potrebno napisati pro-
gram, ki ima za vhodne podatke seznam tocˇk in povezovalnih matrik za stranice in
ploskve.
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Slika 3.3: Matrika tocˇk in povezovalni matriki za palice in ploskve tetraedra.
Najprej sem poskusˇal izdelati mrezˇo za najenostavnejˇsi polieder, tetraeder. Stranice
sem razdelil na nekaj (10) elementov in poiskal koordinate vozliˇscˇ. Nato sem osˇtevilcˇil
vozliˇscˇa in napisal seznam elementov kot povezave dveh vozliˇscˇ. Ker je za definira-
nje elementov potrebno sklicevanje na vozliˇscˇa, sem moral najprej osˇtevilcˇiti ogljiˇscˇna
vozliˇscˇa, ki pripadajo vecˇim elementom, nato pa po seznamu stranic sˇe ostala.
Tako je bil algoritem definiranja mrezˇe dolocˇen:
- izdelati seznam stranic
- po vrsti po tem seznamu stranice razdeliti na zˇeljeno sˇtevilo elementov
- zapisati vozliˇscˇa po vrsti, najprej ogljiˇscˇna in nato po vrstnem redu dolocˇenem s
seznamom stranic vsa vmesna
- izdelati seznam elementov
Ko je bila mrezˇa narejena, sem moral definirati obremenitev. Aproksimacijska funkcija
je zˇe v taki obliki, da v odvisnosti od polozˇaja na stranici lahko dobimo silo, ki deluje na
nosilec v pravokotni smeri glede na ravnino ploskve. Najprej je bilo potrebno izracˇunati
normale na posamezno ploskev tetraedra, z normiranim vektorskim produktom po dveh
stranic, nato pa sˇe pravilno usmeriti s pomocˇjo tocˇke znotraj poliedra (slika 3.4).
Slika 3.4: Torus s konsistentno usmirjenimi normalami.
Za vsako stranico sem nato izracˇunal velikost sile v posameznem vozliˇscˇu, jo za vsako
doticˇno stranico tetraedra razdelil po komponentah v smeri normale in prispevke plo-
skev sesˇtel. Pri splosˇnejˇsem programu sem nato uposˇteval sˇe obliko ploskve, za izracˇun
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sˇtevila ogljiˇscˇ n in plosˇcˇine A, ki vplivata na velikost izracˇunane sile. Sedaj sem imel za
vsako vozliˇscˇe tudi seznam vektorjev obremenitve. Nazadnje sem sˇe definiral podpore
s fiksiranjem enega ogljiˇscˇa.
Vse te sezname sem nato napisal v datoteko v APDL sintaksi, dodal podatke o mate-
rialnih lastnostih nosilcev, o presekih, izbranem koncˇnem elementu in iz te datoteke je
program preracˇunal deformacijo konstrukcije.
Da bi to lahko storil zanesljivejˇse, predvsem pa hitreje tudi za zahtevnejˇse poliedre,
sem nato enak postopek prenesel v program, ki bi vhodno datoteko za Ansys napisal
sam.
V program sem nato vnesel sˇe nekaj sprememb:
- funkcijo za izracˇun normal z vektorskim produktom sem zamenjal s splosˇnejˇso apro-
ksimacijo ravnine, ki uposˇteva vse tocˇke vecˇkotnika.
- sˇtevilo mest vpetja membrane definiral neodvisno od sˇtevila elementov mrezˇe, torej cˇe
sila deluje med dvemi vozliˇscˇi elementa, jo program v razmerju razdeli na posamezno
vozliˇscˇe.
- spremenil dolocˇitev notranje tocˇke poliedra tako, da lahko izracˇuna pravilno smer
normal tudi za poliedre v obliki torusa.
Za primerjavo sem izdelal celoten model nekaterih poliedrov, sestavljen iz nosilcev in
membran, napetih nanje ter definirane tlacˇne obremenitve (slika 3.5).
Slika 3.5: Deformirana konstrukcija v obliki prisekanega ikozaedra preracˇunana v
Ansys Workbench-u.
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4. Rezultati
4.1. Aproksimacijska funkcija
Razporeditev sil za razlicˇno sˇtevilo podpor je prikazana na diagramih za 4-kotno in za
9-kotno membrano (Slika 4.1).
Slika 4.1: porazdelitev sil v podporah 4-kotne in 9-kotne membrane.
Maksimalna vrednost reakcijske sile je v podpori na sredini stranice membrane. Ta
se z vecˇanjem sˇtevila podpor ter z vecˇanjem sˇtevila stranic membrane asimptoticˇno
priblizˇuje vrednosti F = 0N po potencˇni funkciji (Slika 4.2).
Slika 4.2: spreminjanje maksimalne sile v odvisnosti od s in n.
Sprememba velikosti sil v podporah je premo sorazmerna povecˇanju tlaka p in plosˇcˇine
membrane A, torej je pomembna le celotna sila, ki deluje v z-smeri: P = p ·A. Izkazˇe
se, da razporeditev sil v podporah v z-smeri tudi ni odvisna od lastnosti materiala,
modula elasticˇnosti E ter debeline membrane d (Slika 4.3). Te spremembe vplivajo le
na velikost deformacije.
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Slika 4.3: Vpliv debeline membrane in modula elasticˇnosti na porazdelitev sil.
Za aproksimativen izracˇun reakcij v podporah v z-smeri predlagamo uporabo sledecˇe
funkcije:
R = a4 · k4L + a2 · k2L + a0, a0 = 1.89 · p · A · n−1.23 · s−0.95,
a2 = −31 · p · A · n−2.4 · s−0.75,
a4 = 43.51 · p · A · s−0.51 · e−n − p · A · 0.05.
(4.1)
Enacˇba (4.1) predstavlja porazdelitev sil v podporah na stranici membrane, kjer je
kL =
x
L
spremenljivka, ki zavzema le vrednosti na mestih podpor, L dolzˇina stranice
mnogokotnika, n sˇtevilo stranic, s delitev stranice, p tlak in A plosˇcˇina neobremenjene
membrane.
Na diagramih (Slika 4.4) je prikazano ujemanje zgornje enacˇbe z numericˇno izracˇunanimi
vrednostmi. Pri vsakem diagramu je podano tudi najvecˇje odstopanje numericˇne vre-
dnosti od vrednosti funkcije.
Slika 4.4: Ujemanje predlagane funkcije z numericˇno izracˇunanimi vrednostmi sil.
Definiramo novo kolicˇino q, ki predstavlja porazdelitev aproksimirane kontinuirane
obremenitve v okolici [−0.5L/s, 0.5L/s] vsake podpore:
q =
Ri
L/s
, i ∈ [1, s+ 1]. (4.2)
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Slika 4.5: Porazdelitev aproksimirane kontinuirane obremenitve za 4-kotno in 9-kotno
membrane.
Enacˇba (4.2) velja tudi za robne podpore, saj si te delita po dve stranici in so zato
uposˇtevane polovicˇne vrednosti: q∗ = Ri/2
(L/s)/2
= Ri
L/s
= q.
Cˇe q izracˇunamo za vse podpore na stranici membrane ter sesˇtejemo prispevke vseh
podpor, dobimo porazdelitev aproksimirane kontinuirane obremenitve za celo stranico
membrane (Slika 4.5).
Maksimalne vrednosti kontinuirane obremenitve se z vecˇanjem sˇtevila podpor pri-
blizˇujejo neki pozitivni vrednosti, zato predstavlja qa = lims→∞ q maksimalno vrednost
porazdelitve v primeru, ko je celotna stranica cˇlenkasto vpeta (Slika 4.6).
Slika 4.6: Spreminjanje maksimalne vrednosti q v odvisnosti od s pri n = 4.
Tako lahko ocenimo napako aproksimacije kontinuirane porazdeliteve po enacˇbi (4.2)
za manjˇse sˇtevilo podpor (s <∞). Cˇe je vrednost napake δq = qa−q
qa
, dobimo za primer
n = 4 pri s > 93 napako δq < 5%.
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4.2. Deformacija nosilne konstrukcije
S preracˇunom poliederskih struktur sem dobil deformacijo nosilne konstrukcije in mem-
brane (slika 4.7).
Slika 4.7: Deformacija celotne konstrukcije v obliki tetraedra.
Na sliki 4.8 je prikazana deformacija samo nosilne konstrukije.
Slika 4.8: Deformacija nosilne konstrukcije po modelu z membranami.
S programom, ki je izdelal mrezˇo koncˇnih elementov in uporabil aproksimirano obre-
menitev, sem preracˇunal konstrukcijo sˇe na drugi nacˇin (slika 4.9).
Slika 4.9: Deformacija nosilne konstrukcije po modelu z aproksimirano obremenitvijo.
Nato sem primerjal najvecˇjo deformacijo pri obeh modelih za razlicˇne delitve stranic
(sˇtevilo vpetij). Pri tem sem vzel za referencˇno vrednost tisto, ki je pridobljena s
modelom celotne konstrukcije z membrano in tlacˇno obremenitvijo.
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(a) Maksimalna deformacija tetraedricˇne
strukture z obema modeloma.
(b) Odstopanje modela z aproksimirano
obremenitvijo od modela celotne konstrukcije.
Slika 4.10: Primerjava najvecˇje deformacije konstrukcije.
Preracˇun sem izvedel sˇe za ostale prej omenjene poliedre (slika 4.11).
(a) Kocka. (b) Oktaeder.
(c) Dodekaeder. (d) Ikozaeder.
(e) Prisekani ikozaeder. (f) Torus.
Slika 4.11: Nekatere ostale deformirane strukture.
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V primeru viˇsjega tlaka v notranjosti konstrukcije bi dobili navzven deformirano struk-
turo (slika 4.12a), na sliki 4.12b pa je prikazana deformirana struktura v primeru, cˇe
ogljiˇscˇem omejimo premike (jim odvzamemo vse prostostne stopnje).
(a) S tlakom viˇsjim na notranji strani. (b) Z zaklenjenimi vozliˇscˇi.
Slika 4.12: Deformirana konstrukcija prisekanega ikozaedra.
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5. Diskusija
Tako velikost obremenitve kot debelina ter elasticˇni modul membrane spremenijo veli-
kost deformacije membrane, glede na rezultate pa ne vplivajo na obliko porazdelitvene
krivulje reakcijskih sil. Ker je razporeditev sil odvisna le od sile, od oblike vecˇkotnika in
od sˇtevila podpor, je verjetno oblika krivulje razporeditve predvsem geometrijski pro-
blem. Pokazali smo, da je razporeditev sil v podporah mogocˇe opisati z aproksimacijsko
funkcijo. Predvsem maksimalne vrednosti sil so tako zelo dobro predvidljive.
Z uspesˇno izdelanim programom, ki avtomatsko izpiˇse mrezˇo koncˇnih elementov in
definira obremenitev v obliki funkcije, smo pokazali, da lahko proces modeliranja in
preracˇun odziva konstrukcije na obremenitev s hidrostaticˇnim tlakom precej pohitrimo
tako, da membrane in tlacˇno obremenitev zamenjamo z obremenitvijo direktno na
nosilno konstrukcijo, ki jo dolocˇa aproksimacijska funkcija.
Za ugotavljanje aproksimacijske funkcije sem uporabljal pridobljene podatke o reakcij-
skih silah za vecˇkotnike s sˇtevilom stranic od 4 do 10. Zato se aproksimacijska funk-
cija pri porazdelitvi sil po nosilcih trikotnih oblik relativno slabo ujema z vrednostmi
izracˇunanimi po metodi iz prvega dela naloge. Zato so tudi odstopanja (slika 4.10) tako
velika in se pri sˇtevilu vpetij na stranico s = 50 priblizˇajo 35%. Vecˇina konstrukcij pa
je sestavljenih iz trikotnikov, zato je to najvecˇja napaka mojega dela. Druga napaka pa
je v dolocˇitvi aproksimacijske funkcije, ki se prilega velikosti tocˇkovnih reakcijskih sil,
namesto funkcije aproksimirane porazdeljene obremenitve. Slednja namrecˇ z vecˇanjem
sˇtevila podpor hitro konvergira h koncˇni obliki (slika 4.5), medtem ko se reakcijske sile
priblizˇujejo vrednosti 0.
Najprej bi moral izboljˇsati tocˇnost aproksimacijske funkcije. Ob morebitnih boljˇsih
rezultatih narediti sˇe eksperiment z realno konstrukcijo za potrditev veljavnosti nu-
mericˇnega modela in oceniti napako pri razlicˇno gosti mrezˇi.
S pridobljenim orodjem bi nato lahko optimiral skeletne elemente konstrukcije, obliko
prereza in velikost.
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6. Zakljucˇki
1. Pokazali smo, da porazdelitev sil v podporah membrane lahko opiˇsemo z apro-
ksimacijsko funkcijo.
2. Poiskali smo nacˇin, kako v numericˇnem modelu nadomestiti tlacˇno obremenitev
membran z aproksimirano obremenitvijo na nosilno konstrukcijo.
3. Z bolj natancˇno funkcijo aproksimirane porazdelitve imamo izdelano orodje za
dimenzioniranje skeletnih elementov geodetskih in drugih poliedricˇnih konstruk-
cij.
S to nalogo sem prispeval k boljˇsemu razumevanju s hidrostaticˇnim tlakom obreme-
njenih konstrukcij prekritih z membranami, predvsem pa sem se sam veliko naucˇil,
spoznal mnogo pristopov k resˇevanju problemov in nacˇinov, kako se soocˇiti z njimi.
Predlogi za nadaljnje delo
Z nadaljnjim delom bi bilo potrebno analizirati mozˇnosti, ko vzamemo le del poliedra,
t.j. kupolo, ugotoviti nacˇin podprtja take konstrukcije, preucˇiti vpliv odprtin (okno,
vrata), obliko povezovalnih cˇlenkov, itd. Na podoben nacˇin bi nato lahko celoten
postopek dolocˇitve aproksimacijske funkcije porazdelitve sil na nosilno konstrukcijo
ponovil sˇe za kritino iz plosˇcˇ, ki imajo za razliko od membran tudi upogibno togost in
zaradi tega drugacˇen vpliv na nosilno konstrukcijo.
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